ЗАДАНИЯ ОЧНОГО ТУРА И ИХ РЕШЕНИЯ
5 класс
1. В классе 30 учеников. Однажды класс пошел на прогулку в лес и ребята собрали мешок орехов. Тридцатый (по списку в классном журнале) ученик взял себе тридцатую часть всех орехов; затем двадцать девятый взял одну двадцать девятую часть оставшихся орехов, двадцать восьмой — одну двадцать восьмую часть имевшихся к тому времени орехов и т.д. Наконец, второй по списку ученик взял половину того, что осталось, а первый забрал все остальные орехи. Кто из учеников взял больше всех орехов?

Решение.

Все ученики взяли орехов поровну. Действительно, разделим все орехи на 30 одинаковых куч. Это можно сделать, так как один из учеников взял тридцатую часть орехов. Тогда каждый из учеников взял по одной куче: после того как тридцатый по списку в классном журнале взял одну кучу, осталось 29 куч, поэтому 29-й по списку ученик, взявший одну двадцать девятую часть оставшихся орехов, также взял одну кучу, и т.д.
Ответ: все ученики взяли орехов поровну.
2. Из следующих утверждений верно ровно одно:

а) у Васи больше 2016 книг;

б) у Васи меньше 2016 книг;

в) у Васи есть хотя бы одна книга.

Сколько книг у Васи?

Решение.
Обозначим число книг у Васи через n и рассмотрим четыре случая.
1) 
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n
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. В этом случае первое и третье утверждение неверны, а второе верно. Следовательно, у Васи может быть 0 книг.

2) 
[image: image2.wmf]02016
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. В этом случае второе и третье утверждение верны, что противоречит условию задачи.

3) 
[image: image3.wmf]2016
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. В этом случае только третье утверждение верно, поэтому у Васи может быть 2016 книг.

4) 
[image: image4.wmf]2016
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. В этом случае первое и третье утверждение верны, что противоречит условию задачи.
Ответ: 0 или 2016 книг.
3. Найдите сумму всех цифр, участвующих в записи чисел от 1 до 100.
Решение.
Найдем сумму всех цифр чисел от 1 до 99:
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Ответ: 901.
4. Трактор за день вспахивает 15 га. Поле в 300 га несколько тракторов могут вспахать за целое число дней. Сколько требуется тракторов, чтобы выполнить эту работу на 6 дней раньше?
Решение.
Пусть m — требуемое количество тракторов, n — необходимое количество дней на выполнение работы. Тогда 15m — работа, которую выполнят m тракторов за 1 день. Значит, 
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	Количество тракторов
	1
	2
	4
	5
	10
	20

	Время (дни)
	20
	10
	5
	4
	2
	1


Как видно из таблицы, только 
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-=

. Значит, потребуется 5 тракторов, которые выполнят всю работу за 4 дня.

Ответ: 5 тракторов, 4 дня.

5. Иван Иванович купил собаку. Саша думает, что эта собака – черный пудель, Паша считает ее белой болонкой, а Маша – белым бультерьером. Известно, что каждый из ребят верно угадал либо породу, либо цвет шерсти собаки. Назовите породу собаки и цвет ее шерсти. Ответ обоснуйте.

Решение.
Все трое назвали разные породы собак. Значит, двое ребят верно угадали цвет шерсти собаки. Очевидно, что это Паша и Маша. Поэтому Саша верно угадал породу. Иван Иванович купил белого пуделя.

Ответ: белый пудель.
6 класс

1. В комнате стояли стулья (с четырьмя ножками) и табуреты (с тремя ножками). Когда на каждый стул и табурет село по одному школьнику, то общее число «ног» в комнате увеличилось до 39. Сколько стульев и сколько табуретов стояло в комнате?

Решение.

Стул вместе с сидящим на нем человеком дает в общее количество 6 «ног». Поэтому, так как общее количество «ног» в комнате 39, стульев не больше 6 (иначе «ног» в комнате было бы не меньше 
[image: image14.wmf]6742
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). Остается рассмотреть все возможные случаи: в комнате находятся 1, 2, 3, 4, 5, 6 или ни одного стула. 

Пусть с количество стульев в комнате (с — целое число от 0 до 6). Тогда 39 – 6с — число «ног», вносимое в общее количество табуретами. Поскольку каждый табурет вместе с сидящим на нем человеком вносит в общее количество 5 «ног», то число 39 – 6с должно делиться на 5. При с = 0,1,2,3,4,5,6 получаем, что число 39 – 6с равно соответственно 39, 33, 27, 21, 15, 9, 3, откуда видно, что только при с = 4 указанное число делится на 5, и тогда табуретов 3. И действительно, для 4 стульев и 3 табуретов условие задачи выполнено.

Ответ: 4 стула и 3 табурета.
2. Найдите произведение двух таких простых чисел, что одно из них на 7920% больше другого.
Решение.
Пусть р и q – искомые простые числа. Тогда 
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 и р составляет 100%. Следовательно, q составляет по условию 7920% + 100% = 8020%. 
Таким образом, 
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Так как числа р, q, 5, 401 – простые, то 
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Ответ: 5 и 401.
3. В десятичной записи десятизначного числа присутствуют все цифры по одному разу. Кроме того, это число делится на 8. Найдите наибольшее такое число.
Решение.
Число делится на 8 тогда и только тогда, когда число, образованное тремя последними цифрами, делится на 8. Большее число получится, если первые семь цифр будут 9876543, а последними цифрами будут 0, 1, 2. Наибольшее число из этих цифр, делящееся на 8, равно 120.

Ответ: 9876543120.
4. Вася взял 11 подряд идущих натуральных чисел и сложил их. Коля взял 11 этих же чисел, и перемножил их. Могли ли две последние цифры результата Васи совпасть с двумя последними цифрами результата Коли?
Решение.

Очевидно, что среди 11 подряд идущих натуральных чисел есть два, делящихся на 5, и есть два четных числа. Поэтому произведение 11 подряд идущих чисел всегда оканчивается на два нуля. Тогда сумма 11 таких чисел
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Если Вася возьмет, например, 
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, то сумма 11 подряд идущих чисел так же будет оканчиваться на два нуля.

Ответ: могут.
5. У Васи есть много монеток достоинством в 1 и 2 рубля, которые он накопил на новый мяч. Вася подсчитал, что заплатить за мяч он может 100 разными способами (например, способы 
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 и 
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 различны, а способы 
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 − одинаковы). Сколько может стоить мяч?

Решение.
Каждый способ уплаты можно однозначно определить, сказав, сколько в нем двухрублевых монет (остальная сумма дополняется монетами по одному рублю). Монет достоинством в 2 рубля может быть от 0 до 99. Поэтому стоимость мяча меньше 
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, но больше или равна 
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. Тогда мяч может стоить 198 или 199 рублей.

Ответ: 198 или 199 рублей.
7 класс

1. Докажите, что существуют такие 5 натуральных чисел, что каждое из них не делится ни на одно из остальных, а квадрат каждого делится на каждое из остальных.

Решение.
Пусть 
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 − различные простые числа. Тогда числа 
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 удовлетворяют требуемым условиям.

2. Для десяти произвольных натуральных чисел посчитали все их попарные НОДы (наибольшие общие делители). Могут ли полученные 45 чисел равняться 1, 2, 3, …, 45?
Решение.

Не могут. В самом деле среди чисел 1, 2, 3, …, 45 есть два числа, делящихся на 19, а именно 19 и 38. Поэтому среди заданных 10 чисел не менее трех делятся на 19. Следовательно, среди их попарных НОДов должно быть не менее трех, кратных 19. Но среди чисел 1, 2, 3, …, 45 на1, 2, 3, …, 45 на 19 делятся ровно 2 числа.


Замечание. Возможны другие варианты решений, аналогичных приведенному (например, взять одно из простых чисел 11, 13, 17 или, 21).

Ответ: не могут.
3. Три лошади бегают по кругу в одном направлении. Первая пробегает круг за 105 минут, вторая − за 56 минут, третья − за 31 минуту и 30 секунд. Через какое время после старта все они впервые поравняются, если выбегут одновременно?
Решение.

Обозначим через 
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 − скорость первой лошади, через 
[image: image35.wmf]2

1

56

круг/мин

V

=

 − скорость второй лошади, 
[image: image36.wmf]3

2

63

круг/мин

V

=

 − скорость третьей лошади. Пусть 
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 − относительная скорость бега второй лошади относительно первой. Соответственно 
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− относительная скорость бега третьей лошади относительно первой. Предположим, что за Т минут лошади поравняются, при этом вторая лошадь пробежит n кругов относительно первой, а третья m кругов. 

Тогда получим цепочку равенств
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Таким образом, Т делится на 45 и на 120. Поэтому наименьшее Т является наименьшим общим кратным чисел 45 и 120. Значит, Т = 120 мин.


Ответ: 120 мин или 2 часа.
4. У Васи есть много монеток достоинством в 1 и 5 рублей, которые он накопил на новый мяч. Вася подсчитал, что заплатить за мяч он может 50 разными способами (например, способы 
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 и 
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 различны, а способы 
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 − одинаковы). Сколько может стоить мяч?

Решение.
Каждый способ уплаты можно однозначно определить, сказав, сколько в нем пятирублевых монет (остальная сумма дополняется монетами по одному рублю). Монет достоинством в 5 рублей может быть от 0 до 49. Поэтому стоимость мяча меньше 
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, но больше или равна 
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. Тогда мяч может стоить 245, 246, 247, 248 или 249 рублей.

Ответ: 245, 246, 247, 248 или 249 рублей.

5. Квадратный торт разделили пятью разрезами на 10 кусков. Распределите эти куски между тремя сладкоежками так, чтобы торта всем досталось поровну.
Решение.
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        Рис.1





Рис.2

Очевидно, что весь торт состоит из 36 квадратиков. Тогда каждый сладкоежка получит по 12 квадратиков. Занумеруем полученные после разрезания куски (рис.1). После подсчета квадратиков в отрезанных кусках, получим


1 сладкоежка — куски № 1, 4, 7;

2 сладкоежка — куски № 2, 5, 6;

3 сладкоежка — куски № 3, 8,9, 10 (рис.3).

Равенство кусков следует из равенства соответствующих треугольников (раскрашенных одинаково, см. рис.2). 


Рис.3
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